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Regresion Lineal

En la busqueda de mejoras o en la solucion de problemas es
necesario, frecuentemente, investigar la relacion entre factores
(o variables). Para lo cual existen varias herramientas
estadisticas, entre las que se encuentran el diagrama de
dispersion, el analisis de correlacion y el analisis de regresion.

El analisis de regresion puede usarse para explicar la
relacion de un factor con otro(s). Para ello, son necesarios los
datos, y estos pueden obtenerse de experimentos planeados,
de observaciones de fendmenos no controlados o de
registros historicos.
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Regresion lineal simple

Sean dos variables X y Y. Supongamos que se quiere explicar
el comportamiento de Y con el de X. Para esto, se mide el
valor de Y sobre un conjunto de n valores de X, con lo que se
obtienen n parejas de puntos (X, ,Y, ), (X, ,Y, ),....,(X_,Y ).

A Y se le llama la variable dependiente o la variable de
respuesta y a X se le conoce como variable independiente o

variable regresora.
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Regresion lineal simple

Supongamos que las variables X y Y estan relacionadas
linealmente y que para cada valor de X, Y es una variable
aleatoria. Es decir, supongamos que cada observacion de Y
puede ser descrita por el modelo:

Y=BO +3, X+e

donde e es un error aleatorio con media cero y varianza 62 y
es de suponerse que los errores no estan correlacionados, lo
que significa que el valor de un error no depende del valor
de cualquier otro error.
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Estimacion de los parametros 3, y I3,

Los parametros 3, y B, son desconocidos y se deben de
estimar con los datos de la muestra.

Para estimar 3, y 3, se usa el método de minimos cuadrados

y; = ﬂo -+ ﬁl'xl + E;s i:1,2....n

Se puede considerar que la ecuacion anterior es un modelo de
regresion, escritos en términos de los n pares de datos (y,-, xi)

(i =1,2,---,n). Asi el criterio de minimos cuadrados es
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N

S(ﬂ(), ﬂl) = Z (yi — By — ﬁ1xi)2

=1

Los estimadores, por minimos cuadrados, de f, y f,

N\ TAN
que se designaran por f,y f#,, deben satisfacer

0S _ A A
|l T 2) (J’i — b= Bx) =0
0 Po-br i=l
0S & A A
— | ==2) (%= BBpx)x =0
op -

Posb
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Se simplifican estas dos ecuaciones y se obtiene

n n
A A
nby+ B Q%= D
i=1 i=1

n n n
N N 2
bo L xitby 25t = Qi

Estas ecuaciones son llamadas ecuaciones normales de
minimos cuadrados. Su solucion es la siguiente:
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En donde
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La diferencia entre el valor observado y; y el valor ajustado
correspondiente 91. se llama residual. Matematicamente, el 1-

eésimo residual es

A A A
& =)YVi—V;,=YVi— (ﬂ0+ ﬂ1X1>,

Los residuales tienen un papel 1mportante para investigar la
adecuacion del modelo de regresion ajustado, y para detectar
diferencias respecto a las hipotesis basicas.
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Ejemplo: Datos del propelente

Un motor de cohete se forma pegando entre s1 un propelente
de 1gnicion y un propelente de sostenimiento dentro de una
caja metalica. La resistencia al corte de 1a pegadura entre los
dos propelentes es una caracteristica importante de calidad.
Se cree que la resistencia al corte se relaciona con la edad, en
semanas, del lote del propelente de sostenimiento. Se
hicieron 20 observaciones de resistencia al corte y la edad del
lote correspondiente de propelente, y se ven en la siguiente
tabla
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observacion

1 2158.7 15.5
2 1678.15 23.75
3 2316 8
4 2061.3 17
5 2207.5 5.5
6 1708.3 19
7 1784.7 24
8 2575 2.5
9 2357.9 7.5
10 2256.7 11
11 2165.2 13
12 2399.55 3.75
13 1779.8 25
14 2336.75 9.75
15 1765.3 22
16 2053.5 18
17 2414.4 6
18 2200.5 12.5
19 2654.2 2
20 1753.7 21.5
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2
L (ZL x,.) 71422.56
Sp= Y x2- L 4677.69 — 2220 1106.56
20

(267.25) (42627.15)
20

= —41112.65

" "X,
Sey= ) VX — - = 528492.64 —

\) 1106.56

XX

N

B, =7 - B% = 21313575 — (=37.15)13.3625 = 2627.82

P =12627.82 —37.15x
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Después de obtener el ajuste por minimos
cuadrados, surgen varias preguntas interesantes:

1. ;{Que tan bien se ajusta esta ecuacion a los datos?

2. (Es probable que el modelo sea util como
predictor?

3. (Se viola alguna de los supuestos basicos (como
la de la varianza constante y la de errores no
correlacionados)? Y en caso afirmativo ;Qué tan
grave €s €s0?
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Estimacion de o

2

Ademas de estimar ff, y f; , se requiere un estimado de o2y estimar un

intervalo pertinente al modelo de regresion.

Observado
2158.7
1678.15
2316
2061.3
2207.5
1708.3
1784.7
2575
2357.9
2256.7
2165.2
2399.55
1779.8
2336.75
1765.3
2053.5
2414 .4
2200.5
2654.2
1753.7
PGG

Ajustado
2051.94
1745.42
2330.59
1996.21
2423.48

1921.9
1736.14
2534.94
2349.17
2219.13
2144.83

2488.5
1698.98
2265.57
1810.44
1959.06

2404.9

2163.4
2553.52
1829.02

106.76
-67.27
-14.59
65.09
-215.98
-213.6
48.56
40.06
8.73
37.57
20.37
-88.95
80.82
71.18
-45.14
94.44
9.5
37.1
100.68
-75.32

11397.6976
4525.2529
212.8681
4236.7081
46647.3604
45624.96
2358.0736
1604.8036
76.2129
1411.5049
414.9369
7912.1025
6531.8724
5066.5924
2037.6196
8918.9136
90.25
1376.41
10136.4624
5673.1024

n n )
SSRes = 2 ei2 = 2 <yi - 9’,)
i=1 I=1

SSpes = ) e = 166253.7043
i=1

A2 SSRes
6 ——

= 9236.31691

n—2

Error estandar de
estimacion de la regresion

6 = 96.105759
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VARIANZA DE LOS ESTIMADORES DE LOS
PARAMETROS DE REGRESION

il (o)

XX
XX

S = 110656 5= Sk 933631691 X = 133629

n—2

A 9236.31691
Var(5,) = — o ——=8.3468 o) =1/8.3468 =2.88

A 1 178.55
Var( O) 9236.31691
20 T 1106.56

var(f,) = 1952.2036 0y = =1/1952.2036 = 44.18
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PRUEBA DE HIPOTESIS DE LOS PARAMETROS DE

REGRESION S
Uso de la prueba t-student para probar las hipotesis de los

pardmetros de regresion.

Supongamos que se desea probar la hipotesis que la pendiente
es 1gual a una constante, por ejemplo, a f;,. Las hipotesis

correspondientes son
Estadistico de prueba

A
Hy: p, = by o ﬂl _ ﬂlO
0=

H,:p, # b 0'%
1

Se rechaza Ho, s1 ‘to‘ > _«

2n—2
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PRUEBA DE HIPOTESIS DE LOS PARAMETROS DE

REGRESION S
Uso de la prueba t-student para probar las hipotesis de los

pardmetros de regresion.

Supongamos que se desea probar la hipotesis que el intercepto
es 1gual a una constante, por ejemplo, a f,,. Las hipotesis

correspondientes son
Estadistico de prueba

A
Hy: By = Boo ;o ﬂo _ :BOO
0=

H,: By # boo 0'2
0

Se rechaza Ho, s1 ‘to‘ > _«

2n—2
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Ejemplo para
HO: ﬁl = O
H,:p #0

_ ﬁl _ﬁIO

oA
by

lo

t_—37.15—o_ 1985
07 288911 '

I« = t0025,18 = 2445

2.n—2

|—37.15| > 2.445

Se rechaza la hipotesis Ho, por lo que
podemos concluir que la pendiente no
€s cero.

Ejemplo para
Ho:ﬂo - O
H,:f#0

_ %0 - ﬂOO

O
bo

Ty

| 2627.82 -0

44.18

I« - t0.025,18 - 2445

2,n—2

|59.47| > 2.445

Se rechaza la hipotesis Ho, por
lo que podemos concluir que
el intercepto no es cero.
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Significancia del modelo de regresion

Fuente de/Suma de cuadrados Grados delCuadrado
variacion llbertad medio

Regreswn 1527334,94 1527334,94 165,21
166402,65 18 9244,5918
1693,73 19
SSr= ) y?-ny*=1693,737.60 B, =-37.15
i=1
" (Z ) (2, %) (267.25) (42627.15)
Sey= D VX, — = 528492.64 — = —41112.65
— n 20

SSkr = (—37.15)(—41112.65) = 1527334.947

MSyi = 1527334.947/1=1527334.947 F0=1527334.947/9244.5918=165.21

SSRres = 1693737.60 — 1527334.947 = 166402.6530
MSg.~166402.6530/18=9244.5918
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Fuente de/Suma de cuadrados Grados delCuadrado
variacion llbertad medio

Regreswn 1527334,94 1527334,94
166402,65 18 9244,5918
YT 169373 19

si By > F(x, n—2 El modelo es significativo

Por lo tanto el modelo es significativo.

165,21
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Minimos

Cuadrados
Parametro Estimado
Intercepto 2627.82
Pendiente -37.1536

Fuente Suma de
Cuadrados
Modelo 1.52748E6
Residuo 166255.
Total 1.69374E6

(Corr.)

Gl

1
18
19

Estandar Estadistico

Error T Valor-P
44.1839 59.4746 0.0000
2.88911 -12.8599 0.0000

Cuadrado Razon-F Valor-P
Medio

1.52748E6 165.38 0.0000
9236.38
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Grafico del Modelo Ajustado
y = 2627.82 - 37.1536*x

2800
2600 :
2400
> 2200
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1600 t

X
COEFICIENTE DE DETERMINACION

R2 = SSRr 1 S'SRes Por tanto, el 90.18% de la
SST SST variabilidad de la resistencia
queda explicada por el modelo de
SSr  1527334.95
R? = = = 0.9018  regresion
SSr  1693737.60 8 '
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COEFICIENTE DE CORRELACION

Z?z() yi<xi - X) Sxy

r = =

(5 (=) 2, (- 5)] [SeSSd

172

Con frecuencia es util probar la hipdtesis que el coeficiente de correlacion es cero, esto
es

H;:p#0
f o ryn—2 Que sigue la distribucion f con n — 2 grados de libertad si
0= 1— 2 H,: p = 0 es cierta. Asi, se rechazaria la hipotesis nula si
o] > te s
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Sy —41112.65
r = =
[SxxSST] 1/2

12
|(1106.56 )(1693737.60) |

—41112.65
1873883531.136

r= ]1/2

—41112 .65
r = = —0.9497
43 .288 .37
—0.94971/20 -2
t =—41.11 to.02518 = 2 - 4435

0=
\/1—(—0.9497)2

|—41.11| > 2.445
Se rechaza la hipétesis Ho, por lo que podemos concluir que el p # 0
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(a) Correlacién lineal positiva

(b) Correlacién lineal negativa

(c) No correlacion

(d) Relacion parabodlica
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Patrones de diagramas de dispersion

o © No existe tendencia hacia
y 000 %o arriba ni1 hacia abajo. Las dos
Cee s variables no se encuentran
¢ ° relacionadas.
X
e -
e ©o Existe tendencia lineal de las
y C e iables. Las d iabl
o oo variables. Las dos variables se
(o] .
° . @@ encuentran relacionadas de
L% manera positiva.
o]
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Patrones de diagramas de dispersion

Existe una tendencia fuertemente
positiva ya que los puntos dibujados
forman una linea casi recta, por lo
cual se argumenta en este caso que
las dos variables estan positiva y
fuertemente relacionadas.

Existe una tendencia negativa ya
que los puntos dibujados se
encuentran en sentido opuesto, por
lo cual se argumenta en este caso
que las dos variables estan
negativamente relacionadas.
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