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Regresion Lineal Multiple
En muchos problemas existen dos o mas variables que estan

relacionadas y puede ser importante modelar y explorar esta relacion.
Por ejemplo, el rendimiento de una reaccion quimica puede depender
de la temperatura, presion y concentracion del catalizador. En este
caso se requiere al menos un modelo de regresion con tres variables.
El problema general consiste en ajustar el modelo de primer

orden

y=B,+B,x.+B,x, ++P, x,



El problema general consiste en ajustar el modelo de

primer orden

y =Pyt Pi1x1+ Byxy + ... + frx;

O en ajustar el modelo de segundo orden

y = By + Bixy + Baxy + B3xs + Praxi Xy + Pr3Xy X3+ Pr3XyX;



Observacion |Respuesta Regresores

Tabla de Datos para la regresion lineal multiple

Se puede escribir en la siguiente forma el modelo muestral
de regresion

y,- —_ ﬂo + ﬂlxil + ﬂle-z + ...+ ﬂkxik + Ei

k
=P+ ) Bpxy+eE, i=12,..n

j=1



La funcion de minimos cuadrados es

S

Se debe minimizar la funcion S respecto a By, f, ..., B . Los estimadores de

Bo> By ---, B, por minimos cuadrados deben satisfacer
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Al simplificar la ecuacion se obtienen las ecuaciones normales de
minimos cuadrados
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Notese que hay p = k + 1 ecuaciones normales, una para cada uno
de los coeficientes desconocidos de regresion. La solucion de las
ecuaciones normales seran los estimadores por minimos cuadrados
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L=) &= (y—X8) (y - XB)
i=1

L=yy—- fXy-—yXp+pXXp
L=yy—- 20 Xy+ X X

Ya que /"X y es una matriz (1 x 1), o un escalar, y su transpuesta
(f°"Xy) =y Xp es el mismo escalar. Los estimadores de minimos

cuadrados deben satisfacer
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cuya simplificacion es

X' XP = Xy

B=X"X) "Xy



Estimacion de la varianza de regresion

Por lo general también es necesaria la varianza de regresion o=

Para encontrar un estimador de o?, considérese la suma de

cuadrados de los residuales.
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Al sustituire = y — 9 = y — XJ, se tiene
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sse=(v-XB)(y- xb)
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Puesto que X' Xf = X"y
/ A/ /
SSg=yy—pX"y

Se le llama la suma de cuadrados residuales o del error, y tienen
n — p grados de libertad asociados con ella. Puede demostrarse
que

E(SSg) = 0*(n - p)



Por lo que un estimador insesgado de ¢ esta dado por
> _ SSE
n—p

Prueba de Hipotesis en la regresion multiple

0

Hy:py=p=...= =0

H,:p;#0 paraal menos una |

El rechazo de H, implica que al menos uno de los regresores
X, Xy, ..., X, contribuye de manera significativa al modelo. El
procedimiento de prueba incluye un analisis de varianza en el que se
hace la particion de la suma de cuadrados total $'S7 en una suma de

cuadrados debida al modelo (o a la regresion) y una suma de
cuadrados debida a los residuales (o al error) es decir



SSr = SSp+ SSg
Ahora bien, si la hipotesis nula Hy:f,=p,=...= B, =0 es
verdadera, entonces S.Sg/c” se distribuye como una chi-cuadrada
X ,%, donde el niimero de grados de libertad para X? es igual al

numero de regresores del modelo £. Asimismo, puede demostrarse

que SSg/c? se distribuye como X,f_k_l y que SSE y SSg son

independientes. El procedimiento de prueba para

Hy:p,=p, = ... = B, =0 consiste en calcular
SSRr MS
F=—»Xx —_"K
SSE MSE
(n—k—1)

Y en rechazar H si Fyexcedea F, , , . ;.



De manera alternativa, podria usarse el enfoque del valor de P para
la prueba de hipotesis y, por lo tanto, rechazar H,, si el valor de P
del estadistico F, es menor que a. Por lo general la prueba se

resume en una tabla de analisis de varianza como la siguiente tabla:

Fuente de |Suma de Grados de |Cuadrado medio
Varlacmn cuadrados |libertad

Re oresion

Error o

residual




coeficientes de determinacion o R cuadrada

_ SSg SSE

R? = =1-
SSr SSr

En los modelos de regresion la medida R? es una medida de la
cantidad de reduccion en la variabilidad de y que se obtiene al
utilizar las variables de regresion x;, x,, ..., X, en el modelo.

Un valor grande de R? no implica necesariamente que el modelo
de regresion sea adecuado.

Siempre que se agregue una variable al modelo, el R> se
incrementard, independientemente de que la variable adicional
sea estadisticamente



R cuadrada ajustada

Puesto que R* siempre se incrementa cuando se agregan
términos al modelo, algunos constructores de modelos de

regresion prefieren usar el estadistico R?*ajustada definido

como \
([ 5Sp )

(n —p) n — 1
Rzajustada =1- 5SS, =1- (1-—- R?
(n—1) )

\

El estadistico R? ajustada no siempre se incrementara cuando
se agreguen variables al modelo. De hecho, si se agregan

terminos innecesarios, el valor de Rza justada S€ disminuye con

frecuencia.



Pruebas de los coeficientes de regresion individuales

Las hipotesis para probar la significacion de cualquier

coeficiente de regresion individual, por ejemplo ,Bj, son

Hy:$;=0 Si Hy: B; = 0 no se rechaza, entonces esto indica
H,:p; # 0 que x; puede eliminarse del modelo. El estadistico
de prueba para esta hipotesis es
p
J

2
c CJ-J-

ly =

s vy-1
donde C;; = (X" X) H,: p, = 0 se rechaza si ‘ by | >Te, p—k-1



Métodos de regresion por seleccion

Pueden clasificarse en tres categorias principales: 1) seleccion
hacia adelante, 2) eliminacion hacia atras, y 3) regresion por
segmentos, que es una combinacion muy usada de los
procedimientos 1 y 2.

Seleccion hacia adelante

Este procedimiento comienza con la hipotesis que no hay
regresores en el modelo, ademas de la ordenada al origen. Se
trata de determinar un subconjunto oOptimo insertando
regresores, uno por uno, en el modelo. El primer regresor que se
selecciona para entrar en la ecuacion es el que tenga la maxima
correlacion simple con la variable de respuesta y.



Supongase que ese regresor es x;, éste también es el regresor
que producira el maximo valor de la estadistica F en la prueba
de significancia de la regresion. El regresor se introduce si la
estadistica F es mayor que un valor predeterminado de F, por
ejemplo Fin7crar (0 F para quien entra). El segundo regresor
que se escoge para entrar es el que ahora tenga la maxima
correlacion con y, después de ajustar y por el efecto del primer
regresor que se introdujo x;.

El procedimiento termina cuando la estadistica parcial F en
determinado paso no es mayor que Fynrcrar, 0 cuando se ha
agregado el ultimo regresor candidato al modelo



Eliminacion hacia atras

En la eliminacion hacia atras se comienza con un modelo que
incluya todos los K regresores, a continuacion se calcula la

estadistica parcial F para cada regresor, como si fuera la ultima
variable que entro al modelo.

La minima de estas estadisticas parciales F se compara con un
valor preseleccionado, Fg,; 0 Fyyp (es decir, F que sale), por
ejemplo, y si el valor minimo de F parcial es menor que Fyyrs
se quita ese regresor del modelo, ahora se ajusta un modelo de

regresion con K — 1 regresores, se calculan las estadisticas F
parciales para ese nuevo modelo, y se repite el procedimiento.

El algoritmo de eliminacion en reversa termina cuando el valor
minimo de F parcial no es menor que Fyyp, el valor
preseleccionado de corte.



Regresion por segmentos

Un procedimiento muy util es el algoritmo de regresion por
segmentos, de Efroymson [1960].

La regresion por segmentos es una modificacion de la seleccion
hacia adelante, en la que cada paso se reevaluan todos los
regresores que habian entrado antes al modelo, mediante sus
estadisticas parciales F.

Un regresor agregado en una etapa anterior puede volverse
redundante, debido a las relaciones entre €l y los regresores que ya
estén en la ecuacion. Si la estadistica parcial F de una variable es
menor que Foy 1, esa variable se elimina del modelo.

En la regresion por segmentos, se requieren dos valores de corte,
Fyn vy Foyr, algunos analistas prefieren definir Fyy = Fopr,

aunque eso no es necesario, con frecuencia se opta por F;n > Foyp

con lo que se hace algo mas dificil agregar un regresor que eliminar
uno.



Ejemplo,

Un ingeniero quimico se encuentra investigando el rendimiento
de un proceso, del cual le interesan tres variables: temperatura,
presion y concentracion porcentual. Cada variable puede
estudiarse a dos niveles, bajo y alto, y el ingeniero decide correr
un disefio 2° con estas tres variables. El experimento y los
rendimientos resultantes se muestran en la siguiente tabla,

X1=TEMPERATURA  X2=PRESION X3=CONCENTRACION  Y=RENDIMIENTO
50 100 10 32
50 100 20 36
50 200 10 57
100 100 10 46
100 200 10 65
50 200 20 57
100 100 20 48

100 200 20 68



ANALISIS CON TODAS LAS VARIABLES

Error Estadistico
Parametro Estimacion Estandar T Valor-P
CONSTANTE -11.125 10.2888 -1.08127 0.4752
TEMPERATURA 0.315 0.108972 2.89064 0.212
PRESION 0.2875 0.0544862 5.27656 0.1192
CONCENTRACION 0.375 0.544862 0.688247 0.6162
TEMPERATURA*PRESION -0.0007 0.0005 -1.4 0.3949
TEMPERATURA*CONCENTR
ACION 0.001 0.005 0.2 0.8743
PRESION*CONCENTRACION -0.0015 0.0025 -0.6 0.656
Suma de Cuadrado
Fuente Cuadrados Gl Medio Razon-F Valor-P
Modelo 1173.75 6 195.625 62.6 0.0952
Residuo 3.125 1 3.125
Total (Corr.) 1176.88 7

R-cuadrada = 99.7345 porciento
R-cuadrado (ajustado para g.l.) = 98.1413 porciento



METODO SELECCION HACIA ADELANTE

Error Estadistico
Parametro Estimacion Estandar T Valor-P
CONSTANTE 2.375 3.13 0.758787  0.4822
TEMPERATURA 0.225 0.0287228 7.83349  0.0005
PRESION 0.2125 0.0143614 14.7966  0.0000
Suma de Cuadrado Razoén-
Fuente Cuadrados Gl Medio F Valor-P
Modelo 1156.25 2 578.125 140.15 0.0000
Residuo 20.625 5 4.125
Total (Corr.) 1176.88 7

R-cuadrada = 98.2475 porciento
R-cuadrado (ajustado para g.l.) = 97.5465 porciento



METODO SELECCION HACIA ATRAS

Parametro

CONSTANTE
TEMPERATURA

PRESION
CONCENTRACION
TEMPERATURA*PRESION

Fuente
Modelo
Residuo
Total (Corr.)

Error Estadistico
Estimacion Estandar T Valor-P
-8.875 4.45755 -1.991 0.1405
0.33 0.0540062 6.11041 0.0088
0.265 0.0270031 9.81369 0.0022
0.225 0.0853913 2.63493 0.078
-0.0007 0.00034157 -2.04939 0.1328
Suma de Cuadrado
Cuadrados Gl Medio Razon-F Valor-P
1172.5 4 293.125 201 0.0006
4.375 3 1.45833
1176.88 7

R-cuadrada = 99.6283 porciento
R-cuadrado (ajustado para g.l.) = 99.1326 porciento



